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Enoncés

Compléments de calcul intégral

Intégrale double sur un compact

Exercice 1 [00085] [correction]

Calculer
I—// sin(z + y)dzdy

oD ={(z,y) eR?|z,y>0ct x+y< 7}

Exercice 2 [00089] [correction]

Calculer
I:// 2?y? dzdy
D

ou D est l'intérieur de la boucle de la lemniscate d’équation polaire r = v/cos 26
obtenue pour 0 € [—7/4,m/4].

Exercice 3 [00086] [correction]

Calculer
I = / / yx? dz dy
D

ot D= {(z,y) €R? |z <1,y >0 et y> < z}.

Exercice 4 [00090] [correction]

Calculer
// (z + y)?dady
D

ou D= {(z,y)/z® +y? —2 < 0,22 +y> —y > 0,y > 0}.

Exercice 5 [00091] [correction]
Soient 1 < a < b. En calculant de deux maniéres

T b
d
//7”” dt
o Ja T—cost

T ob— t
/ In 20 g
0 a — cost

déterminer

Exercice 6 [00092] [correction]
Observer que pour tout z € [0, 1],

1
In(1 + z) = / vdy
0

142y

En déduire la valeur de

I_/1 In(1+z)dz
- 0 1+£C2

Exercice 7 [00093] [correction]
Soit r > 0. On note A, = [0,7] x [0,7] et B, = {(z,y) € RT?/0 < 2% +y* <
On pose

// exp(—(z® + %)) dzdy et g(r // exp(—(z? + %)) dxdy

a) Montrer que g(r) < f(r) < g(rv/2).
b) En déduire la valeur de
“+o0
/ e dt
0

Exercice 8 Centrale MP [ 00095 ] [correction]

Calculer
// ~ dady
(1422 +y2)?

ott D est donné par |z| < 22 +y? < 1.

Exercice 9 [ 00096 ] [correction]

Calculer
// (23 — 2y)dx dy
A

, 22 42
A:{(ﬂtﬁ,y)eR/91320,3;20,(12 b2<1}

avec

On pourra utiliser le changement de variable z = aucosf et y = bu sin 6.

2},
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Exercice 10 [00097 ] [correction]
a) Justifier la convergence de

+oo + oo
/ cos(u?) du et / sin(u?) du
0 0

b) Soit f : [0,7/2[ — R*™ une application continue. Pour ¢ > 0 on note
Dy = {(rcosf,rsin®)/0 € [0,7/2],r € [0,tf(0)]},

p(t) = //Dt sin(z? + y?) dz dy et (t) = //Dt cos(z? + y?) dz dy

Déterminer les limites, quand 7" tend vers +oo de
1 /T 1 /T
= eet = [ ¥
T Jo T Jo
¢) On choisit f pour que D; = [0, 1]2. On pose
t t
C(t) = / cos(u?) du et S(t) = / sin(u?) du
0 0

Montrer que (t) = 2C(£)S(t) et (t) = C(t)* — S(t)2.
d) En déduire les valeurs des intégrales de Fresnel

+oo + oo
/ cos(u?) du et / sin(u?) du
0 0

Exercice 11 Mines-Ponts MP [ 02914 ] [correction]

Soit
// dx dy
I, = .
012 1+z"+y"

Déterminer la limite de I,, quand n — 4oc.

Exercice 12 [03200] [correction]
D désigne le demi-disque supérieur de centre (1,0) et de rayon 1. Calculer

y
=[] —Y —ded
//131+332+y2 Y

Intégrale double sur un produit d’intervalles

Exercice 13 [02919] [correction)]

Calculer
)
4 _dxd
//[0,+oo[2 (T+a2 27 Y

Exercice 14 [00098] [correction]

En calculant de deux fagons
/ / ¥ dx dy
10,1]?

1
t—1
JE=

o Int

déterminer la valeur de

Exercice 15 [ 00099 ] [correction]
En calculant de deux fagons

1
// b gy
[0,x]x[0,1[ 1 +ycosw

T In(1 t
/ n(1 + cos )dt
0

déterminer la valeur de

cost

Exercice 16 [00100] [correction]
En calculant de deux fagons

// e~ @+ gy dy
[0, 400
“+oo
/ e*t2 dt
0

déterminer la valeur de
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Exercice 17 [oo101 ] [correction]

On pose
I= // e~ (@) dz dy
10,400

a) Justifier 'existence de I et établir

+o0o +oo o\ o
I :/ (/ pe~(IHul)z du) dz
=0 u=0

b) En déduire la valeur de
—+o0
/ et dt
0

Exercice 18 Centrale MP [o00102] [correction]

Que dire de
—Y
dxd
//x+y v

ot D =10,1] x [0,1]?

Exercice 19 [o00250 ] [correction]

Calculer
// dz dy
rtxrt (L+22)(1+y?)

/2 400
/ In(tan ) 40 et / Int dat
0 0

cos 20 t2 -1

En déduire

Exercice 20 [o00270] [correction]
Soit A € M3(R) une matrice symétrique définie positive. Calculer

I:// exp(—'XAX)dxdy
R2

ou X désigne le vecteur de coordonnées (z,y).

Formes différentielles

Exercice 21 [00258] [correction]

a) Montrer que la forme différentielle w = (z + y) dz + (z — y) dy est exacte et
déterminer une primitive de w.

b) Résoudre alors ’équation différentielle

r+y+(@—yy =0

dont I'inconnue est la fonction y de la variable réelle x.

Intégrales curvilignes

Exercice 22 [ 00106 ] [correction]
On considére la forme différentielle

rdy —ydx

w(z,y) = —3 vy

définie sur R?\ {(0,0)}.

a) La forme différentielle w est-elle fermée ?

b) Calculer 'intégrale de w le long du cercle de centre O, de rayon 1 parcouru
dans le sens direct.

c¢) La forme différentielle w est-elle exacte ?

Exercice 23 [00107] [correction)]
Soit n € N*.
a) Montrer que la forme différentielle suivante est fermée :

e_y

o ((xsinx — ycosz)dz + (zcosz + ysinzx) dy)
€z Y

w(z,y) =

b) Calculer la circulation de w le long de 'arc direct ci-dessous
A7

‘rF-s

=]




[http://mp.cpgedupuydelome.fr] dD édité le 7 mars 2011

Enoncés 4

¢) En passant a la limite quand n — +o0o déterminer la valeur de
+oo ;
sin x
/ dx
O :E

Exercice 24 Mines-Ponts MP [ 00109 ] [correction]

Soient O, A, B les points d’affixes respectives 0, r, r exp(im/4) avec r > 0. Soit I,
larc paramétré de C constitué du segment [O, A], orienté de O vers A, de l'arc C,
du cercle de centre O et de rayon r d’origine A et d’extrémité B et du segment
[B, O] orienté de B vers O.

a) Calculer

I. = j{ e_(‘”Hy)z(dx +idy)
r

r

b) Que dire de la limite, quand r — +o0, de

J,«z/ ef(“"“y)Q(dx—Fidy)?
c

a

¢) Qu’en déduire ?

Formule de Green Riemann

Exercice 25 [00269 ] [correction]

Soit I" la courbe orientée dans le sens trigonométrique, constituée des deux
portions de courbes, comprises entre les points d’intersection, de la droite
d’équation y = x et de la parabole d’équation y = z2.
a) Calculer

I:fr(y—kxy)dx

b) En utilisant la formule de Green-Riemann, retrouver la valeur de cette
intégrale.

Exercice 26 [oo111] [correction]
Calculer laire de la portion bornée du plan délimitée par ’ellipse donnée par

{ x(t) = acost

y(1) = bsint (avec a,b > 0)

Exercice 27 [00079] [correction]
Calculer l'aire de la portion bornée du plan délimitée par ’astroide donnée par

{ z(t) = acos®t

y(t) = asin® (avec a > 0)

Exercice 28 [00606] [correction]
Calculer 'aire de la portion bornée du plan délimitée par I’arche de la cycloide

{x(t) =t —sint

y(t) =1 — cost

obtenue pour ¢ € [0,27] et 'axe des abscisses.

Exercice 29 [o02462] [correction]
Calculer laire de la portion bornée du plan délimitée par la courbe définie par

{ x(t) = cos®t

y(t) = (1 +sint) cost

Exercice 30 [o00112] [correction)]
Calculer l'aire de la portion bornée du plan délimitée par la cardioide d’équation
polaire

r=1+ cosf

Exercice 31 [00069 ] [correction)]
Calculer 'aire de la portion bornée du plan délimitée par la lemniscate d’équation

polaire
r = Vcos 26

Exercice 32 [ 00062 ] [correction]
Calculer 'aire de la boucle de la strophoide droite d’équation polaire

cos 20

cos
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Exercice 33 [00108] [correction]
On considére f : R2 — R de classe C2 vérifiant :

o o,
ox? = oy
Soit ¢ : RT — R définie par Vr € R,
27
p(r) = f(rcos,rsinf)do
0

a) Montrer que ¢ est dérivable.

b) Calculer ¢’ et en déduire . On pourra interpréter r¢’(r) comme la circulation
d’une forme différentielle sur un contour simple.

¢) Soit D le disque de centre 0 et de rayon R. Quelle est la valeur de

//D f(z,y)dzdy?

Exercice 34 Centrale MP [o00110] [correction]
[Inégalité isopérimétrique]
Soit 7 une application de classe C' et 2m-périodique de R vers C telle que

Vs e R, |7/ (s)] =1

On note S T'aire orientée délimitée par (o, 27 -
a) Exprimer S a Paide des coefficients de Fourier de ~.
b) Montrer S < 7 et préciser le cas d’égalité.
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Exercice 1 : [énoncé]
On peut décrire D sous la forme

D={(z,y) eER*/0<z<met0<y<m—a}

et ainsi exprimer l'intégrale étudiée
s ™= ™
I:/ / sin(x+y)dydx:/ cos(z)+lde ==
z=0 Jy=0 =0

Exercice 2 : [énoncé]
En passant en coordonnées polaires

Vcos 20 /4 1
I —/ / r* cos? 0sin? 0 dr d6 :/ — sin® 260 cos® 2040 =
—m/4 Jr=

Cpa 24 180

Exercice 3 : [énoncé]
On peut décrire D sous la forme

D={(z,y) eR*/0<z<let0<y<Va}

et ainsi exprimer l'intégrale étudiée

Love L1 1
I:/ / ydeydarz/ —xddr = =
o Jo 0o 2 8

Exercice 4 : [énoncé]
On peut décrire le domaine d’intégration en coordonnées polaires sous la forme

D ={M(rcosf,rsinf)/0 € [0,7/4] /sinf < r < cos 0}

En passant aux coordonnées polaires

/4 cos 6
// (z +y)? drdy :/ (/ 73 (cos 0 + sin 6)? dr) dé
D 0 sin 6

1 71'/4
// (x+y)*dedy = 1 / (cos* 6 — sin® §)(cos 0 + sin 0)? df =
D 0

donc

B~

/4
/ cos20(1 +sin20)df = —
0

Exercice 5 : [énoncé]

D’une part
Tob— t
// :/ In ——22 g
T — cost 0 a — cost
b pm
dt
=
x — cost o Jo T —cost

/’T dt B /+°° 2du o7
0 T—costu=tant Jo (I+a)ul+z—-1 /22_—1

On en déduit
/” In b— cost d
0 a — cost

Exercice 6 : [énoncé]
Par simple détermination de primitive

D’autre part

et

b+vb2—1
ot Va1

de=m [argchx]l; =mln

1
rdy 1
/o T = [In(1 4+ zy)], = In(1 + )
On a
In(1 + z)dz
I= dyd
/0 BT // 1+xy 1+ zy)(1 + 22) yes
Or
- =2 +bx+caeca—— Y _p= ! P
14zy)1+22) 1+ay 1422 v 142 142 1492
donc

1 1
-y Tty w+y
I = + dxd —I+
// (tay)(i+e?) G2+ 77 // T+ 231 +12)

puis
1l 1 1
d In2
o Jo (L+y?)(1+22) o (1+%?) o 1+z 8

16
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Exercice 7 : [énoncé]
a) B, C A, C B, s et exp(—(2?

g(r) < f(r) <

b) En passant aux coordonnées polaires

m/2 2 s 2 T
= -r = (1l—-e ") ——» —
7") /0 /0 Pe dpdf 4( ¢ ) r—too 4

Par encadrement, on obtient

+9?) > 0 donc
9(rv2)

Or

- 2
—¢2
= dt)] ——
f(r) </0 e > S
et O+OO et dt > 0 donc

Exercice 8 : [énoncé]

En visualisant le domaine comme le complémentaire de la réunion de deux cercles
dans le cercle unité et par des considérations de symétrie, on obtient en passant
aux coordonnées polaires

d d 7\'/2 1 TI'/2 1 1
// zdy :4/ / mdr) o=z [ S
+$2 +y 0 cos 6 (1 +T2)2 0 1 +COSQG 2
/”/2 o _/+°° o
o l4cos20 J, t2+2 2,2
// dz dy 7l7£7(\/§—1)7r
(IT+22+922 V2 2 2

Exercice 9 : [énoncé]

D : (u,0) — (aucos b, busin f) réalise une bijection de [0, 1] x
jacobien : abu.

Par changement de variable

donc

[0,7/2] vers A de

/2 1 9 Finalement -
//A (3 — 2y)dady = /0 (/0 (a®u® cos® 6 — 2bu sin 0)abu du) do = 1—5ab (a® — 5b) 1 / o(t) dt — T
0

Exercice 10 : [énoncé]
a) Pour A € RT

A 1 A
/ cos(u?) du = / cos(u?) du + / cos(u?) du
0 0 1

Par intégration par parties :

Ay, ,
— cos(u
1 u

On procéde de méme pour [, * sin(u?) du.
b) En passant aux coordonnées polaires

= [ sntet s rasay =[O ( [ vty ) a
ot = [ :/;
—/ t)dt = f——/ (/ cos t2f(9))dt> dé

Par changement de variable affine, sachant f(#) > 0, on a

A

) du = [;u Sin(uQ)} n 1/1A sin(u?) |

1 2 u? A—+o00

donc
(1 —cos(t*£(0))) d¢

puis

FO)T
cos(u?) du

/0 cos(f(0)t°)dt = \/7

Or A— fOA cos(u?) du est continue sur Rt et admet une limite finie en +o0o donc
elle est bornée par un certain M. On a alors
T
/ cos(t2f(0)) dt

/07T/2 (/OT cos(tzf(G))dt> df| < /Oﬂ/2 ;
o 7/ (/ cos t2f(0))dt> dg —0

w/2
do < / M dg = Cte
0 f(0)

T 4
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De maniére semblable, on obtient

;/oTw(t) dt — 0
o(t) = /;_0 (/yt_o sin(z? + y?) dy> dz

sin(z? + y?) = sin(x?) cos(y?) + sin(y?) cos(z?)

¢) On a

or

En séparant,

o(t) :/0 sin(z?) dx/o cos(y?) dy—l—/O sin(yz)dy/0 cos(z?) dz
puis
p(t) =25()C()
De méme
U(t) = C(t)* - S(t)?

d) Lorsqu’une fonction g : [0, +0o[ — R continue tend vers £ en +o0 il est connu
que

—/ t)ydt —— ¢

T—+o00
On a donc
o(t) P 208 et (1) P c? - G2
en notant

+oo +oo
C= / cos(u?) du et S = / sin(u?) du
0 0

On en déduit C?
C et S pour conclure leur valeur.

+oo too
/ cos(u?) du = Z I,
0 n=0

avec

, /\/(n+1)7r ?)d /(n+1)’f costdt 1y /7r coss
= cos(u?) du = ——dt = (— ———ds
RN - 2/t 0o 2V/s+nm

= 5% et 2CS = /2. 1l ne reste plus qu’a déterminer les signes de

On a alors I,, = (—1)" |I,,|, (|In|)n>0 décroissante et I,, — 0 donc le critére spécial

+oo
s’applique et assure que la somme Y I, est du signe de son premier terme, a

n=0
savoir Iy > 0. Ainsi C' > 0. De plus CS > 0 donc S > 0 puis
T
C=5=,/—-
\/;

Exercice 11 : [énoncé]

I, — 1| = // _enhyt
Ol]zl—i—x"—i—y

donc I,, — 1.

2
< n n = —
dy\//[o,lﬁ(x +y")dzdy n+1—>0

Exercice 12 : [énoncd]
Le cercle délimitant le disque étudié a pour équation polaire

r=2cost

En passant en coordonnées polaires
w/2 p2cosf .
rsin 6
I= / / ——rdrdf
0= r=0 L+

/2
I= / sin @ [r — arctan r]fc%sa dé
0=0

On obtient

donc

w/2
I= 2/ cosfsin 6 df —/ sin f arctan(2 cos 0) dd
=0 0

La premiére intégrale est immédiate et la seconde s’obtient par changement de
variable puis intégration par parties

1 (2 1
I:1—§/ arctanxdle—arctan2+zln5
0
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Exercice 13 : [énoncé]

Considérons y
Sy ——

f est définie et continue sur [0, 400>,

Pour z > 0, y — f(z,y) est intégrable sur RT car c

1
1+w2y+y2)2 ~ I quand
Yy — +00.

[T T
o (14224 y?)? v= 21+ 2%+ 92 y:072(1+x2)
De plusx'—>f0+°o f(x,y)dy est intégrable sur R carmwm%quand
T — +00.

/+°°1 T

o 214+a2 4

Puisque f est positive, on en déduit que f est intégrable sur [0, —i—oo[2 et par le
théoreme de Fubini,

y +oo +oo y T
— 2 dady = — ——dy | de = —
//[O,+oo[2 (T+a2ty22 Y /0 </0 (1+22+y?)? y) T

Exercice 14 : [énoncé]
Soit f(z,y) = ¥ continue et positive sur ]0, 1]

D’une part
1 1 1 1
/ (/ zydx) dy:/ ——dy=1In2
y=0 =0 y=0 y+ 1
1 1 1
-1
/ </ fiad dy) dx = / I dx
=0 y=0 =0 Inz

avec x — ¥=1 intégrable sur ]0, 1[.
Par le théoréme de Fubini (avec ici f > 0), ces deux intégrales sont égales et donc

1 J—
/ udt:an
o Int

2

D’autre part

Exercice 15 : [énoncé]
Soit f(x,y) = m continue et positive sur [0, 7] x [0, 1].

D’une part :

™ 1 T
/ (/ dy ) e :/ In(1 + cos ) de
0 o l4+ycosz 0 Ccos T

et cette intégrale est bien définie.
D’autre part :

/7r dz _ /*‘X’ 2t R
o l+ycosxt=tan Jg (14+y)+ 1 —y)t2 -2

/ ! / T dzx du — Uordy B ﬂj
0 o l+ycoszx v= 0 ,/1_y2_ 2
Par le théoréme de Fubini (avec ici f > 0), ces deux intégrales sont égales et donc

" In(1 5 ¢ 2
/ n(1 + cos >dt= L
0 cost 2

et

Exercice 16 : [énoncé]
Sous réserve d’intégrabilité on a :

+oo +o00 g o /2 +o0 )
/ </ e @ty )dy) dz :/ (/ re”" dr) do
=0 y=0 6=0 r=0

D’une part, la fonction y — e~ (@ +Y) egt intégrable sur R* et la fonction
T f;:g e~(@*+v") dy = Ce" est intégrable sur RT.

D’autre part, la fonction r — re~"" est intégrable sur R* et la fonction
0 — f0+°° re= dr est intégrable sur [0,7/2).

La relation précédente est donc valide.

D’une part, en séparant les variables :

+oo 400 5 o 400 )
/ (/ e (@ Fy )dy) der = (/ e ! dt)
=0 y=0 0
/2 +o0 +oo
/ </ re™" dr) 0= = {1eT2] =
6=0 r=0 2 2 r=0

On peut conclure

2

D’autre part,

e
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Exercice 17 : [énoncé]

a) Pour tout = € ]0, +o0[, y — e~ (@ +v°) st intégrable sur |0, +oo[ et lapplication

T f;:; e~(@*+9°) dy = Ce=*" est continue et intégrable sur |0, +oo| donc
(z,y) — e~ (@*+9%) est intégrable sur 10, +o0[” et

400 +o0 2 o
I:/ (/ e (@ +y)dy> dx
z=0 y=0

Réalisons le changement de variable y = ux

—+o0 +oo
/ o (@ +y?) dy = / ro— T (144?) qy,
y=0 u=0

+oo oo 2y 2
I :/ (/ pe~ (IHul)z du) dz
=0 u=0

b) Compte tenu des calculs précédents (x,u) — ze~(1+4")* gt intégrable sur

10, +o0[* et donc
I= ze~ ()% oy
10,4-00[?

Puisque z — ze~ (1442 ogt intégrable sur 10, +00[ et que

2 2
u > f0+oo pe~(IHuT)z"qp — %ﬁ

—+oo —+oo —+oo
I :/ (/ ze~ (19 d:c) du =/ d 2 = >
u=0 =0 0 14+u 2

Or par séparation des variables

+oo oo 2, .2 oo 2
1:/‘ (/ e<fﬂ)@0dx=</ et&>
z=0 y=0 t=0

+oo
/ et dt = ﬁ
0 2

car cette derniére intégrale est positive.

puis

est intégrable sur ]0, +00[ on a aussi

donc

Exercice 18 : [énoncé]
L’intégrale & la méme nature que sur ]0,1]°.

x )3 est intégrable sur 0,1] et

1 T —y 1
o (@+y) (1+y)

yz est intégrable sur 10,1] et

/10@1
o (I+y? 2

Ainsi fo fo Grgs dedy = —3
Par une démarche Symetrlque

-y
dy d
//z+y ver=

T—y
(z+y)?

Gty

Yy - (1+

On peut donc dire que la fonction (z,y) —

n’est pas intégrable sur D.

Exercice 19 : [énoncé]
Posons f : Rt x RT — R définie par
1

AR e )

La fonction f est continue et positive.
Pour y € R, la fonction x — f(z,y) est intégrable sur R et

Y f0+oo flz,y)dz = 3(Tip7y est intégrable sur RT.
On en déduit que f est intégrable sur RT™ x RT et

Jowwrsmiizm =L wiem) o=

Posons g : Rt x ]0,7/2[ — R définie par

T
0 = ‘0 3 9 -
g(T, ) f(T cosy,rsin )T‘ (1 —+ 72 cos? 9)(1 + r2 SiIl2 9)

La fonction g est continue et positive.
Pour 0 € ]0,7/2], la fonction r — ¢(r, 0) est intégrable sur R et

too 1 [tee du Intané
g(r,0) dr = - —5—— = —
0 Z22 (1 4+ wcos?0)(1 + usin® 6) cos 26
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Pour 6 # /4,

1 1 cos? 6 B sin? 0
(14 ucos?0)(1 +usin?0)  cos20 \1+wucos2f 1+usin?f

et on en déduit

/+°° du 1 14+ ucos29] ™ In tan 6
) - n ) = -2
o (1+wucos?f)(1+usinf) cos20 1+ usin“é |, cos 20
puis
oo Intan 6
f)dr = —

/0 9(r,6) dr cos 20

De plus, pour [a,b] C ]0,7/2[, on a
r
lg(r,0)| < =(r)

(1+72cos?b)(1 +r2sina)

avec ¢ intégrable sur [0, +oo[ done, par domination sur tout segment, on peut
affirmer que 6 — f0+°° g(r,0) df est continue sur |0, 7/2[. Par cet argument, il
n’est pas nécessaire de calculer I'intégrale pour 6 = 7 /4.

La fonction h : 6 — f0+°° g(r,0)df est intégrable sur |0, /4] car quand 6 — 07,

B V@ 1n(tan 6)
cos 26

De plus, h(m/2 — 0) = h(6) donc h est aussi intégrable sur [7/4,7/2].
Par le théoreme d’intégration en coordonnées polaires, on a alors

//wa fla,y)dedy = /OW (/;oo g(r,0) dr) de

/2 2
/ lntaneda T
0

Voh(9) = ~—V01no — 0

d’ou l'on tire

cos 20 4
En posant ¢ = tan 6, on a dt = (1 + ) df et

1 —¢2
1+ t2

cos 20 =

et on obtient

Exercice 20 : [énoncé]
Commencgons par le cas ou

A
a= (3

I= // exp (—()\;E2 —|—uy2)) dx dy
R2
Posons f : R? — R définie par
f(,y) = exp (=(\a® + py®))

La fonction f est définie, continue et positive sur R2.
Pour z € R, la fonction y — f(x,y) est intégrable sur R et

Y , ,
[y = [ entay = ot
R

— 00

0
avec A\, it >0
) e

On étudie alors

La fonction x — fR f(x,y) dy est intégrable sur R et par conséquent f est
intégrable sur R? avec

- (o) e ([ ) ([ o)

+o0 5
/ eV dt =1

— 00

Sachant

on obtient par un changement de variable affine

™ ™

VA JdetA

Passons au cas général.
Notons A, 4 > 0 les deux valeurs propres de la matrice A. 11 existe une base
orthonormée (€7, €s) telle que si X = uéy + véy alors

EXAX = 2P + w?
Considérons alors I'application ¢ : R? — R? qui & (x,y) associe (u,v) de sorte que
(xay) = Ué]_ + U€2

 est une isométrie de l'espace vectoriel R?, la valeur absolue de son jacobien vaut
1 et ¢ transforme le disque

D(0,R) = {(z,y) € R*/2? + y* < R*}
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en lui-méme. Par le changement de variable (u,v) = p(z,y)

// exp(—' X AX)drdy = // exp (—(M® + po?)) dudv
D(0,R) D(0,R)

Quand R — +oo, ’étude d’intégrabilité du cas initial donne

T
exp (—(Mu? + w?)) dudv — // exp (—(\u? 4+ p?)) dudv = ——
//D(O,R) (= ) R? ( ) VA

On en déduit

// exp(—' XAX)drdy — T

D(0,R) R—+oc0 AL

Tout pavé [a,b] X [¢,d] étant inclus dans un disque D(0, R) pour R assez grand et
inversement tout disque D(0, R) étant inclus dans un pavé assez grand, on peut
affirmer que la fonction continue positive (z,y) + exp(—! X AX) est intégrable sur
R? et

1= su

P // exp(—' XAX)drdy = lim // exp(—' XAX)drdy =
[a,b] x[c,d]CR2 J J[a,b] x[c,d] R—=+00 J/p(o,R)

Exercice 21 : [énoncé]
a) Apres étude du systéme différentiel

of

%(m,y) =Tr+y
of
@(m’y) =r—Y
on vérifie aisément que
L s L,
flay) = ga” +ay -5y

est une primitive de la forme différentielle w.
b) Soit y une solution sur I de 1’équation différentielle étudiée.
Pour tout z € I, on a 4
= (flayla) =0
donc z — f(x,y(x)) est une fonction constante. En posant A la valeur de cette
constante, on obtient
Vo el,y?> —2zy—a?+22=0

puis
Vo e Ia> — A= 0et y(z) =z +e(x)V/222 — 2) avec e(x) = +1

Pour A < 0, la quantité 2 — X est strictement positive sur R. Puisque la fonction

y(z) — @

V222 — 2\

est continue et ne prend que les valeurs 1 ou —1, elle est constante et donc

erx—e(x) =

Ve e lLy(z) =x+ V222 -2 ouVe € Iy(z) =2 — /222 — 2

Pour A > 0, quand la quantité 2 — X s’annule, elle change de signe et ce ne peut
donc qu’étre en une extrémité de 'intervalle I. Par un argument de continuité
semblable au précédent, on obtient encore

2x2 — 2\

Ve e Lylx)=x+ V222 -2 ouVe € I,y(z) =x —

et puisque la fonction gy est dérivable sur I, on a nécessairement 22 — A > 0 sur I.
Pour A = 0.
Si I C Rt ou I C R~ alors comme pour ce qui précéde on obtient

T T

VA B VdetAe Iy(x) = (1+V2)z ouvz e I,y(z) = (1—-V2)x

Sinon, par dérivabilité d’un raccord en 0 d’une solution sur I "R+ et sur I NR™,
on obtient encore

VeeIyx)=(1+V2)zouveelLylx)=(1-V2)z

Inversement, les fonctions proposées sont bien solutions en vertu des calculs qui
précedent.

Pour résumer, les solutions maximales de 1’équation différentielle étudiée sont
—z (1+V2)zetzr (1 —+2)xsur R;

—x—= o+ V222 4+ 2 et = x4+ v2x2 — 2\ sur R pour A < 0;
—r=x+V222+ 2 et v — o+ V222 — 2\ sur }—oo,—ﬁ[et }\ﬂ,—i—oo{ pour

A>0.

Exercice 22 : [énoncé]
a) Oui, on vérifie par le calcul

0Q 0P

dxr  dy
b) On parameétre le cercle I" par @ = cost, y = sint, t € [0, 27]. On obtient

2
/w:/ 1dt =2m
r 0
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¢) Non car si w était exacte on aurait

/w:()
r

Exercice 23 : [énoncé]

a) Par calculs (pénibles).

b) C peut étre inclus dans un ouvert étoilé ot w est exacte et alors fc w=0.
¢) On peut décomposer

n : 1/n .
%w:/ s1nxd$+/ w—/ 51nxdx+/ "
r 1/n € Cy n T Ci/n

avec Cy, et Cy/y, les demi-cercles de rayon n et 1/n.

/" sinxdx_/l/"sinxdmZQ/" sinxdx_>2/+°° Sin:rdx
1/n T n T 1/n & 0 T

La convergence de cette derniére intégrale est considérée comme bien connue.

Etudions .
/ w= / e "8 cos(n cos 0) dO
Chn 0

Puisque [e"*™% cos(ncosf)| < 1 et e~ cos(n cos ) P 0 pour tout
n—-+oo

6 €10, x|, par convergence dominée on obtient

w——0
C, n—-+oo

T ; 1
/ w :/ e~ wsin0 cog < cos9> dé
Ci/m 0 n

. 1y _lg
Puisque ‘e w sind cog (l cos 9)‘ < 1et e w0 cos(Lcosf) —— 1 pour tout
n n n——+o0o

Etudions

6 € [0, 7], par convergence dominée on obtient

/ wWw—T
Cl/n n—-+4o0o

+00 s
sin x
2 de=m
0 1’

Finalement

puis

Exercice 24 : [énoncé]

a)

7{ o~ (T (o +idy) = j{ P(z,y) dz + Q(z,y) dy avec P(z,y) = iQ(x,y) = e~ @+)’
I, T,

Or
oP . . N2 oQ
or _ (e+iy)? _ &
9 (z,y) 2i(x +iy)e e (z,y)

donc
f e~ @) (g 4 idy) =0
T

car la forme différentielle est fermée donc exacte sur 'ouvert étoilée C.
b)

4 /4 o
= / e~ (@tin)? (de+idy) = / pe~ " (costtisint)® (sint —icost)dt
c 0

r

donc
w/4 w/4 . w/4 4 /4
|Jr| g / ’I"eirQ cos 2t dt = / 7’677‘2 sin 2u du g / ,,,eféur2 du = |:ef;ur2:|
0 0 sint>2¢.J0 r 0
c) On a
/ e (W) (dg 4 i dy) = / et dt
[0,A] 0
et . -
~@+)*(dg 4 i dy) = _/ —a2 1+
e x+idy) = e dt

/[B»O] 0 V2

Sachant N
/ e tdt = ﬁ
0 2
on obtient .
lim cost? +sint?dt = \/m
r—+00 0
et
-
lim cost? —sint?dt =0
r——4o00 0

On peut alors conclure

+o0 +oo
lim cost’dt = lim sint? dt = ﬁ
r—-+o00 0 r——+00 0 2\/5
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Exercice 25 : [énoncé]
a) En paramétrant les deux courbes constituant T’

1 1
I:/x2+x3dx7/x+x2dx:—f
0 0

b) Par la formule de Green-Riemann

I:—//D(lJr:z:)dz:dy

avec D = {(z,y) € R*/0 <z < 1,2° <y < zf.
On en déduit

1/01 </;(1+x)dy) dx/01(1+x)(x:r2)d:ci

Exercice 26 : [énoncé]
Le domaine limité étant parcouru dans le sens direct, on peut calculer son aire par

I'intégrale curviligne
A= 7{ zdy

27
A= / abcos® tdt = wab
0

On obtient

Exercice 27 : [énoncé]
Le domaine limité étant parcouru dans le sens direct, on peut calculer son aire par

Iintégrale curviligne
A= f zdy

271' 37T
A= / 3a? cos* tsin?tdt = §a2
0

On obtient

Exercice 28 : [énoncé]
On calcule 'aire étudiée par I'intégrale curviligne

A:]{mdy

le long d’un pourtour direct du domaine limité. Le pourtour est ici formé par la
réunion de deux arcs, 'arche de cycloide (parcouru dans le sens indirect) et un
segment de 'axe (Ox). On obtient

2T 2m
A:—/ (t—sint)sintdt+/ 0dt = 3w

0 0

Exercice 29 : [énoncé]
La courbe étudiée est intégralement obtenue pour t € [0, 27] et le domaine limité
est parcouru dans le sens direct. On peut calculer son aire par 'intégrale curviligne

A:%mdy

2m
A:/ cos4t70052t(1+sint)sintdt:g
0

On obtient

Exercice 30 : [énoncé]
Le domaine limité étant parcouru dans le sens direct, on peut calculer son aire par

I'intégrale curviligne
1
A=— 2d6
2 }'{ '

.A:%/ (1+2cosf + cos?0)dh = 3%

On obtient

Exercice 31 : [énoncé]
L’aire voulue se calcule par une intégrale curviligne le long d’un pourtour direct

du domaine )
A = 5 % T2 d9

Pour 6 variant de —m/4 & 7/4, on parcourt une boucle de lemniscate dans le sens
direct, on obtient par considération de symétrie

/4
A= cos20df =1
—m/4
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Exercice 32 : [énoncé] donc § =1 OW Im(5(s)y'(s)) ds = wIm(y | 7') en notant (.| .) le produit scalaire
La boucle de la courbe considérée est obtenue pour 6 € [—7/4,7/4] et elle est usuel.
parcourue dans le sens direct. Par la formule polarisée de Parseval :

L’aire voulue se calcule par 'intégrale curviligne

1 V1Y) =D enMenly) =D inlea()
A= 5 %TQ do nez nez

N
On obtient par considération de symétrie car ¢ (7') = incn(7) et done

/4 1 7r S=> "nle.(y)
= 4eos’ —4+ ——dh=2— =
A /0 o8 * cos? 0 2 nez
b) Par la formule de Parseval on a :
Exercice 33 : [énoncé] 1 g2
a) g: (r t) > f(rcost,rsint) est C! donc g et 2 sont continues sur R x [0, 27] et Z linc,|> = 2—/ |7’(s)\2 ds=1
@ est C! sur R. Y T Jo
b) La fonction (r,0) — f(rcosf,rsinf) admet une dérivée partielle en la variable d
r et celle-ci est continue sur R x [0, 27]. Par intégration sur un segment, ¢ est one 21 2
dérivable et D n*leal” =
2m
of of i
"(r) = / cos = (rcos@,rsinf) + sin = (r cos 6, rsin ) db puis
SD() 0 ax( ? ) ay( ) _7‘[‘2 |c ‘ ﬂ_zn2|c |
n n
En notant I' le cercle de centre O et de rayon r parcouru dans le sens direct et D nez
le disque correspondant, avec égalité si, et seulement si, ¢, = 0 pour tout n € Z tel que |n| > 1.
9 52 On a alors v(s) = ¢p + c1e*® avec |c;| = 1 car |y/(s)| = 1.
ro/(r) = 8f (z,y)dy — == (z,y)dz = // Er 8 J;(x y)dzdy =0 v est un paramétrage direct d’un cercle de diametre 1.

On en déduit ¢’'(r) = 0 pour r # 0, puis par continuité pour tout r € R.
Par suite la fonction ¢ est constante égale a

©(0) = 2mf(0,0)

¢) En passant aux coordonnées polaires

2w
/ flz,y)dedy = / f(rcos@,rsin@)rdfdr =7R?*f(0,0)
D o Jo

Exercice 34 : [énoncé]
a) Posons = Re(y), y = Im(y).

2m
S = L % (zdy —ydr) = %/0 (x(s)y(s) — y(x)2'(s)) ds



